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Abstract: Based on the polynomial sum of squares (SOS) techniques, a nonlinear local stabilization control approach is proposed
for the problem of flexible satellite attitude maneuver and vibration suppression. According to the structural features of attitude system,
a nonlinear local stabilization controller is developed and the complexity of attitude control design is reduced effectively by employing
a separation principle for the reduced-order observer and state feedback. On this basis, the corresponding conditions of nonlinear local
stabilization, which can be checked through convex optimization algorithms, are presented by using the SOS and S-procedure theory,
and the analytical solution of nonlinear attitude controller can be constructed if the optimization problem is solvable. Finally, this method
is applied to the attitude control of a flexible satellite and the simulation results show that both the fast large angle attitude maneuver
and the vibration suppression are well realized.











法,如滑模[1, 5, 7–8]、自适应[1, 5–6]、变结构[2, 4, 7–8]和神
经网络[2–4]等. 这些控制方法可视为“隐式”的非线
性控制,且多采用线性化方法设计[1–2, 4, 8]. 由于非线
性控制设计工具的缺乏,直接基于挠性卫星非线性模
型的“显式”非线性设计研究结果还很少见.







































定义 1[23] 设f(x)是一个关于x ∈ Rn的多项式,





















(x) = −P (x)∂P
−1
∂xi
(x)P (x), i = 1, 2, · · · , n.
引理 3[25] 对σ1(x) = xTQ1x > 0,假定存在一
个x̃ ∈ Rn,使得σ1(x̃) > 0,则以下两个条件等价:
i) 对使得σ1(x) > 0的所有非零x ∈ Rn, xTQ0x
> 0;
ii) 存在m > 0,使得Q0 −mQ1 > 0.
定理 1 设α ⊂ Rn为有界闭集, F ∈Sq, D(x)∈
Sp和E(x) ∈ Rp×q的元素均是关于x ∈ α的连续函
数,则下列陈述等价:
i) D(x) < 0, F < 0;






证 ii) ⇒ i),显然成立.
i)⇒ii). 记G(x)=ET(x)D−1(x)E(x),易知G(x)
6 0且其特征值是关于x的连续函数,故在x ∈ α上存
在最小特征值λG 6 0满足
λGIq 6 ET(x)D−1(x)E(x), ∀x ∈ α. (1)
记F < 0的最大特征值为λ̄F < 0,则
F 6 λ̄FIq. (2)
取µ0 = λGλ̄
−1
F > 0,结合式(1)−(2),当µ > µ0时,
有µF < λGIq 6 ET(x)D−1(x)E(x), ∀x ∈ α.
最后,由Schur补引理,可知ii)成立. 证毕.
3 挠性卫星姿态系统数学模型(Mathematical
model of flexible satellite attitude system)
基于有限元离散化方法,挠性卫星姿态动力学方
程可表为{
Jω̇ + S(ω)Jω + Fsη̈ = Tc,























1 + σ21 σ1σ2 − σ3 σ2 + σ1σ3
σ3 + σ1σ2 1 + σ22 σ2σ3 − σ1
σ1σ3−σ2 σ1+σ2σ3 1 + σ23

 ,
σ = [σ1 σ2 σ3]T为Rodrigues参数.
引入辅助变量ϕ = η̇ + FTs ω
[26],并记
n = 6 + 2N, Rs = (J − FsFTs )−1, x1 = σ,




































































阵P (x1) > 0使得



















ż = (A22 − LA12)z + [(A22 − LA12)L+
A21 − LA11(y)]y − LB1u,
x̂b = z + Ly,
(5)
其中L为观测器增益矩阵.
注 1 由极点配置定理,可选取L使得(A22 − LA12)
的极点配置在任意位置.
基于降维观测器(5),设计非线性状态反馈控制器












, Q :=[0 I2N ]T,
K(xa)为控制器增益矩阵.
结合式(4)−(6),可得相应闭环系统













Ã22 := A22 − L( A12 + B1K(xa)Q ) ,
Ã12(xa) := BK(xa)Q ,
Ã21(xa) := [A21 + (A22 − LA12)L−
L(B1K(xa)L̄ + A11(xa))]C,























令e = xb − x̂b,则式(7)可写为




A(xa) + BK(xa) −BK(xa)Q
0 A22 − LA12
]
,






α = {xa||σi| 6 δi, |ωi| 6 δj, δi > |σ0i|,
δj > |ω0i|, j = 3 + i, i = 1, 2, 3},
其中σ0 = [σ01 σ02 σ03]T和ω0 = [ω01 ω02 ω03]T分
别表示σ和ω的初始值.
定理 2 对系统(8),给定多项式矩阵P1(x1) > 0
和Y (xa),常数矩阵P2 > 0和W ,当xa ∈ α时,如下陈
述等价:
i) Σ2 :=He(P2A22 −WA12) < 0,






ii) 存在标量µ > 0,矩阵L = P−12 W, K(xa) =
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E(xa) = −P−11 (x1)BY (xa)P−11 (x1)Q,
F = He(P2A22 −WA12),
D(xa) =












K(xa) = Y (xa)P−11 (x1)和L = P
−1
2 W,
则由Σ1(xa) < 0和Σ2 < 0,可得




















定理 3 考虑系统(4),给定标量τ >0, ε > 0, δi
和δj(j = 3 + i, i = 1, 2, 3),若下面两个条件成立:
i) 存在多项式矩阵P1(x1)和Y (xa),标量pi > 0,
qi > 0和qj > 0使得表达式
vT(P1(x1)− τIn)v −Ξ(x1, ϑ), (11a)
−ςT(Σ1(xa) + εIn)ς − Λ(xa, ψ) (11b)
是SOS,其中: v∈Rn, ς ∈ Rn, ϑ=[ϑ1 ϑ2 ϑ3 ]T ∈ R3




















j − ω2i )ψj).
ii) 存在常数矩阵P2和W使得Σ2 < 0.
则存在一个基于降维观测器(5)的非线性状态反馈
控制器(6),使得当xa ∈ α时,闭环系统(8)渐近稳定,
且相应观测器和控制器增益矩阵为L = P−12 W,
K(xa) = Y (xa)P−11 (x1).
证 对系统(4),给定τ, ε, δi和δj(j = 3+i, i = 1,
2, 3),并定义多项式
`(x1, v) = vT(P1(x1)− τIn)v −Ξ(x1, ϑ). (12)
将式(12)的前后两项对应分解为











piGi > 0. (14)
再根据引理3,当xa∈α时,有vT(P1(x1)−τIn)v>
0,即P1(x1) > 0. 同理,由式(11b)是SOS、引理1和3,












































速 机 动,要 完 成 的 任 务 是 从 初 始 状 态σ0 =
[−1.5157 4.5471 − 3.0314]T和ω0 = [0 0 0]T机动
到期望状态σd = [0 0 0]T和ωd = [0 0 0]T.
给定仿真参数τ = 1× 10−6, ε = 1× 10−5, pi =
qi = qj = 1× 10−5, δi = 5和δj = 1(j = 3 + i, i =
1, 2, 3). 根据定理3,分别采用SOSTOOLS和LMI工具
箱进行求解,可得到一个基于降维观测器的非线性状
态反馈控制器,相应观测器增益矩阵为




0 0 0 72.2876 53.9425 −19.9216
0 0 0 21.7847 58.0738 −66.3071
0 0 0 55.3492 39.8056 −12.9929









9.1× 10−2σ1ω3 + 5.7× 10−2σ2σ3 − 11.3σ21 −
7.5× 10−3σ2ω1 + 0.2σ2ω2 − 11.0σ22 −
1.61× 10−2σ2ω3 + 0.28σ3ω3 − 10.93σ23 −
1.01×10−2σ3ω1−1.62× 10−2σ3ω2−10.98ω21+
3.7×10−2ω1ω2+8.7×10−2ω1ω3−11.62ω22+
5.7× 10−2ω2ω3 − 12.07ω23,
k21(xa) =
−1.016− 2.5× 10−2σ1 − 4.3× 10−4σ2 +
1.02σ3 + 0.51ω1 + 6.8× 10−2ω2 − 0.503σ1σ2 −
4.06ω3 + 2.3× 10−2σ1σ3 + 1.44× 10−2σ1ω1 −
0.17σ1ω2 + 1.3× 10−3σ1ω3 − 9.4× 10−2σ2ω1 −
0.96σ21 − 0.17σ2σ3 − 1.1× 10−2σ2ω2 − 1.09σ22 +
9.2× 10−2σ2ω3 + 1.2× 10−2σ3ω1 − σ23 −
1.31× 10−2σ3ω2 − 5.2× 10−3σ3ω3 + 0.41ω1ω2 −
2.4× 10−2ω1ω3 − 1.041ω21 − 1.00ω22 − 1.14ω23 +
9.8× 10−3ω2ω3,
k31(xa) =
−1.1 + 9.9× 10−3σ1 − 1.20σ2 − 0.29ω1 −
4.6× 10−3σ3 + 4.24ω2 − 8.1× 10−2ω3 +
1.35×10−2σ1σ2−0.6σ1σ3−2.72×10−2σ1ω1+
9.2× 10−3σ1ω2 − 0.22σ1ω3 − 1.3σ21 +
2× 10−2σ2ω1 − 9.5× 10−2σ2σ3 − 0.11σ2ω2 −
2.3× 10−2σ2ω3 − 1.34σ22 + 2.21× 10−2σ3ω2 −
0.15σ3ω1 − 5.04× 10−2σ3ω3 − 1.54σ23 −
5.5× 10−2ω1ω2 − 1.5ω21 + 0.9ω1ω3 +
0.12ω2ω3 − 1.43ω22 − 1.42ω23.
取状态初始值
xcl0 = [−1.5157 4.5471 − 3.0314 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 − 1]T.
相应闭环系统响应如图1−4所示.
图 1 σ的响应曲线
Fig. 1 Response curve of σ
图 2 ω的响应曲线
Fig. 2 Response curve of ω
图 3 η1和η̂1的响应曲线
Fig. 3 Response curves of η1 and η̂1
图 4 η2和η̂2的响应曲线
Fig. 4 Response curves of η2 and η̂2
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